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Aspecte generale

In general, un sistem de n ecuatii liniare avand coeficientii ayeR (i=1, ... m,j=1. ... n)
s1 termenii liberi b;eR, (i = 1, ..., m), cu n necunoscute, ;R (i = 1, ..., n), are

urméatoarea forma:

ay X, +a,x, +...+a,x, = b,

Ay Xy +apXy +... 4@y, X, = b,

(1)
Hmlxl + ”mzxz +. "+amn'xn - bm
M
Y a;x;=b, i=1lm (2)
J=l

[4]-[X] =[] (3)
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a, a a
11 12 1 ¢
' b=[p, b, - b,]
4= ay Ay a,, (4)
= ¢
X=[xv x - x,]
_ﬂml ﬂmE amn

In functie de raportul in care se afld m si » putem avea urmatoarele cazuri:

. Pentru m = n si det [A4] # 0 sistemul este compatibil determinat.
) Pentru m < n sistemul este subdeterminat.
. Pentru m > n sistemul este supradeterminat.

2
R = Z[bf — ag.xj.] (5)
i=l J=l
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Unicitatea solutiei

Un sistem de ecuatii liniare are o solutie unica numai daca matricea 4 este
nesingulara, adica determinantul acestei matrice este diferit de zero.

1§ T T Ir

Fig. 1. Sistem de doud ecuatii liniare care are solutie unicd Fig. 2. Sistem de doud ecuatii liniare care nu are solutie unicd
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Conditionare

Importanta cunoasterii conditionarii unei matrice decurge din faptul ca
rezultatele obtinute prin calcul numeric corespund intotdeauna unei probleme
perturbate, ca urmare a efectelor erorilor de rotunjire.

Pentru a determina daca valoarea determinatului matricei 4 este apropiata de
zero, este nevoie de o referinta in raport cu care valoarea determinantului
sa poate fi comparata, numita norma.

4] <<]l4| (6)

BN SN BeE BABR
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Norma 2: 4], = (4 - 4) :;Eu% }\?u\ (7)
2

Norma 1: ‘A|1 = {23[21 a; (8)
sizn 157

Norma infinit: 4], = 112;-3; {!Z:: ‘gg ] 9)
H b 2

Norma F: ”A”F — \/zz ‘ng‘ (10)

i=1 =1

Numarul de conditionare al matricei:  4(4) ZHAH-HA_I H (11)



REZOLVAREA NUMERICA A SISTEMELOR DE ECUATII LINIARE

Metode numerice de rezolvare

A. Metode directe

Tabelul 1. Tipuri de metode directe

Metoda Forma initiala Forma finala
Eliminarea Gauss A-X=b U-X=¢
Descompunerea LU A-X=b L-U-X=b
Eliminarea Gauss - Jordan A-X=b I-X=¢




REZOLVAREA NUMERICA A SISTEMELOR DE ECUATII LINIARE

Metoda eliminarii Gauss

Metoda urmareste aducerea sistemului initial de ecuatii liniare la una din
formele superior (U) sau inferior (L) triunghiulara care poate fi rezolvata pe cai
elementare.

Etape principale:

- de eliminare;
- de determinare a solutiilor.

I. Etapa de eliminare

ay X, +a;,X, + a;x; = by

e

X, +ayX, +ayx; =b, (12)

A3 Xy TAdpX, TdypX; = b,
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0

dp Gy
y dy
3 ds;
ay ay |
@ ab
0 aﬁ

o

(13)

(14)

Pentru a obtine zerouri pe prima coloana, din linile a doua si a treia se scade prima linie

inmultita cu multiplicatorul aa/ a11:

[ _(0)
ap

0
0

(0) (0)
a;,” di

1
crgf

(1) (1)

dz Ay |

(15)
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b =b, i,j=123

M _ 0 ay ) 1) _ 50 ay 0) (16)
_ i _ i . 3
a;’ =a;’ - o ay,, b7 =b" |~ b j=2.3

1

11 d

Pentru a obtine zerouri pe coloana a doua, din linia a treia se scade linia a doua, inmultita
cu multiplicatorul az/ a22 (7 =3), obtinandu-se forma finala (14), unde:

4 (1) ’ ’ (1)

22 5y

s s

(1) (1)
. 1.
ﬂ!-g-:) :EIE-(-I} [ 12 Jﬂglg, E)(E) :E).[l) [ i2 Jbéo), I:JI :3 (17)
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Generalizarea algoritmului Gauss

g g (k1)

(k-1)

— a; - ..

al? =aFV —| & agc V. i j=k+1n
al';;';:

D (18)
bF = pFEh —[ f;_lj ]bf“” , i=k+1n
Ay
II. Etapa de determinare a necunoscutelor
Necunoscutele se obtin prin retrosubstituire.
L 3 p@
Se determina ultima necunoscuta: 3 (19)
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Rezultatul obtinut se inlocuieste in a doua ecuatia a sistemului (15):

{bf“} ZH“”- } (19)

('3}
ag

J:IZ

In final, relatia (20) se inlocuieste in prima ecuatie a sistemului (15):

b -

(1
ay,

Procedura pentru determinarea solutiilor poarta denumirea de substitutie inapoi si
poate fi generalizata astfel:
-1 - (i-1
b}i_} - a:.i;c_ }xk
fe=i+1

X; = D . i=nl1

(21)
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Metoda eliminarii Gauss - Jordan

Metoda presupune transformarea sistemului:

[4]-[X]=[2] (22)
intr-un sistem echivalent

[4*]- [X]=[b*] (23)

in care matricea A* se identifica cu matricea unitate , ceea ce permite determinarea
rapida a solutiei:

[X]=[p*] (24)



REZOLVAREA NUMERICA A SISTEMELOR DE ECUATII LINIARE

etoda eliminarii Gauss - Jordan

Se considera un sistem de 3 ecuatii liniare cu 3 necunoscute scris sub forma extinsa:

ay Xy +apX, +a;x; = by

Ay Xy +ApX,; +dyx; = b, (25)
5 A3 X) + A3y X, + A33X; = by
Se pleaca de la forma:
@ O O (0)
dy” a4 dg X b,
0 ¥ a®||x, |=|® (26)
0 0 «@||x | |5®
Matricei 4i se asociaza prin extidere la dreapta vectorul termenilor liberi b:
() (0) (0) (0)
aj;  ap a4z by
(1 (1) (1
0 a3 a3y b (27)

(2) (2)
0 0 ass 53
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etoda eliminarii Gauss - Jordan

In primul pas se va imparti ultima linie la termenul a),;:

(0 0
E1'1(1} ﬂltz)
0 af
0 0

unde:

(I) _ (I) _
|a33 =1, b3y’ = D

(0)
a3
a$]

(1)
a3

]
bl

bV
535”

2
53

d33

(28)

(29)

Se scade apoi linia a treia inmultita cu termenul a;iv, i=1, 2 din primele doua linii:

(0 0
ﬂl(l} altl}
0 a)
0 0

unde:

(I}
ds3
asy

(1)
ds33

(D]
EJ1
pD

[45)
b3

(Iy _ g (0} (OFRED!
by"' =by" —ap3'b;

(30)

(31)
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etoda eliminarii Gauss - Jordan

In pasul al doilea se va imparti a doua linie la termenul a®,, :

(0 (0) (1) () |
a;,”  ap  ayy b (32)
o aP alf KD
(I) (I)
i 0 0 as; b3 |
unde:
(I (I 5? (33)
ey :1: b’: =
2 2 "D
22

Urmeaza efectuarea operatiei de scadere a celei de a doua linii, inmultita cu termenul aén,
i = 1, din prima linie:

o o o) bP
0 o oD pdD (34)

0 0 ad »D

unde: - -
(35)

dys

I _g, pI = p® _ gD pD
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etoda eliminarii Gauss - Jordan

In ultimul pas, se imparte prima liniela a©),;:

[ ) () () bliﬂf)_

a " dys (36)
0 o o P

0 0 aif bP

(1)
bl

(0)
dy

Daca in forma se introduc relatiile (29), (31), (33), (35) si (37) rezulta:

unde:

I _1, D (37)

dy " =1L

1 0 0 p]
0 1 0 b
0 0 1 B

(38)

[1]-[X]=[p*]=[6{"". 6", bV ] (39)
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Metode bazate pe factorizarea LU a matricei coeficientilor

Prin factorizarea unei matrice patratice 4 de ordinul n se intelege exprimarea sa sub forma

unui produs de doua matrice de acelasi ordin.

[4]=[z]-[o] (40)

[4]=

E}IE

Uy Uy U

' (41)

Pentru a rezolva sistemul scris sub forma matriceala se poate folosi descompunerea (40):

[4]=(Z]-[U])-[x]=[2]-([U]-[X]) = [B] (42)

[L]-[Y]=1[?]
[U]-[X]=[Y] (43)
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Factorizarea Doolittle

Factorizarea Doolittle se caracterizeaza prin faptul ca elementele diagonale ale matricei L
au valorile/;=1,unde /=1, ..., n.

_'5'11 dy; ﬂla_ (1 0 0] _Hll Uy, thf13_
A=\ay ay ay =\l 1 0] 0 uy uy|=
|45, 43y dss Ly L, 1110 0 uy; |
| Uy Uy, Uys | (44)
= Iyttyy Dy +uy Uy +
_331“11 Lty + yuyy Lyt + Ly, T Usy; |
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o din prima linie: ay, =Uy, A, =U,, d=1U; (45)
« a doua linie: Qy =Ly ttyys Gy =l oty iy, Gy =1yt iy (46)
e a treia linie: Ay = by gy, Gy =gty oty Ay =k oty + Ly cuy +uy,  (47)

Expresiile (45), (46) si (47) evidentiaza urmatoarele operatii de calcul al elementelor
matricelor de factorizare:

Uy = dyy, Uy = dyp, Uz = dgs (48)
1, =2 —ay, 1 = a,, 1
21 = s Upy =y Ty tUyp, Uy = dyy — Ly "Uyg (49)
Uy
a Ay — [ -1
31 _ Uy — g Uy _ 7. _
I = , Ay = - Uz —(ﬂaa I3, L‘*'13) [3y155 (50)

258 Uy,
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Generalizari:

e elementele de pe prima linie din matricea de factorizare U:

iy

o

=a,;, J= 1, n (51)

o elementele de pe liniile j, i = 2, ..., n, ale matricei L:

l,=—, j=1 (52)
Y U
J-1 1
l; = a, —Zf{k Uy |—, j=2,i-1 (53)
k=1 U
o elementele liniei / a matricei U:
i—1
Uy =a; = Iy, j=in (54)

k=1
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Factorizarea Crout

Factorizarea Crout se caracterizeaza prin faptul ca elementele diagonale ale matricei U
au valoriley;=1,unde i= 1, ..., n.

o elementele de pe prima coloana din matricea de factorizare L:
l,=a,, i=1,..n (55)

e elementele de pe coloanele j, j= 2, ..., n, ale matricei U:

u =24 i=] (56)

i-1 1 . .
i, :[ag —Zf& -ukj]-f—, i=1..,j—1 (57)

l; = (ag _fok 'Hh}, i=j,...n (58)
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Factorizarea Cholesky

Factorizarea Cholesky se poate aplica in situatia in care matricea A4 este simetrica si pozitiv
definita, fiind mai eficienta din punct de vedere numeric.

Matricea 4 este simetrica daca: A = A (matricea transpunsa);

Matricea A4 este pozitiv definitadaca: X4 - X> 0

Descompunerea matricei A: [A]=[L]-[L] (59)

ay dyp 4y Ly 0 0|4 Iy
A=\ay ay Gy |=|ly L 010 1) L=

|4y Oy Oy | _"31 Ly, 323_ 0 0 333_
- . (60)
L} L1y, Il

- "111[21 "I’;l +I§2 "121'{31 +[22!32
_"111'131 IEIHSI +"122[32 '{;1 +"1322 +I323
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e din prima coloana:

¢ a doua coloana:

¢ a treia coloana:

2
a,, =1 — I = 4/dyy
ay =l = I, = ay (61)
ay =1L, = 8 —Halﬁll

) )
ay =1 +1 = ly = Ay -1

(62)
ayy = lylyy +yly = Ly = (‘5‘32 _[215131)/“,22

2 22
Uy =y + 1 1 = by = \Xﬂii L, (63)
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Generalizari:

Un element reprezentativ din matricea L-L! situat sub diagonala principala:

o

k=1
{I{.;. = foka-'k: [ = j,...jﬁj j = 1,...3?1 (65)
k=1

Pentru j = 1, relatia (65) devine:

hy =+jay ly=ayfly, i=2,..,n (66)

J-1

a, =N 1.1, +11
- ; R"— .-"';"‘T S (67)
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Generalizari:

Daca 7 = j, se obtine:

j-1
.= la,—>1., j=2.,..n
! \/ S (64)

Daca 7 # j, se obtine:

J-1
(”{: B Z‘Irk‘r.;'k}
k=1

ly = ; . j=2...n-1, i=j+l..n (65)

A
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Metode iterative

Permit determinarea solutiei exacte a unui sistem de ecuatii liniare numai atunci
cand s-ar parcurge un numar nelimitat (teoretic infinit) de iteratii.

In principiu, se porneste de la o aproximatie initiala, notata X0, si se construieste
un sir de aproximatii succesive X0, X1, ..., Xk, ... care in anumite conditii converge
catre solutia exacta, notata X*

X =F(x*) k=0,1...
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Metoda Jacobi

a,x, ta,x, +...+a,,x, =b

ay X, +ayX, +...+a,,x, =b, (66)

a,x, +a,,x, +..+a, x, =b

i

Daca se expliciteaza fiecare necunoscuta a sistemului in functie de celelalte
necunoscute, se obtine:

X = (b - apx, - 4. - Uky =™ @,%,)
X = (b, — % — apXy —...— GyXj =™ %)/

Jooe (67)
x=(b-ax-ax—..—a, % -4, X, X)) a;

% =0, - @y~ 0%y~ m 4y - m 0y, X, ) 4,
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Metoda Jacobi

x :(bE—Zag,.-x?)z’a{.{., i=l...n., k=0 (68)
=]

J=i

Aplicarea cu succes a metodei Jacobi necesita o conditie legata de matricea A
care trebuie sa fie dominant diagonala:

M
‘a{.{.‘ > Z_;

J=i

dy (69)

Conditia de convergenta impusa procesului iterativ:

maxﬂxf o xf (70)
I

I

J<E
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Metoda Seidel — Gauss

Relatia de calcul iterativ:

i-1 n
k<1 _ Z e+l Z k .
If _(bf o H{J' IIJ" o {I{l‘l lIJI);H” k] I-_:I-:.---:,:":(:I!‘, kEO
|'=1

JI={_1

Ilustrarea imbunatatirii vitezei de convergenta:

i-1 1
* b{. a{}. * a{}. # .
X, =— =) —X,— E — X, i=1,....n
Ay J=1 Y j=i+1 4y
J#=i
k+1 k+1 *
e. =X —X.

I I I

i

a, a.

I k=1 I I'n .

—e. — z —e. i=1,....n
o o

{IH

- i-1
=3
j=1

J#

J=I

(71)

(72)

(73)

(74)
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Metoda Seidel — Gauss modificata

Relatia de calcul iterativ:

i-1 N n y
b S S Y g e o

Noua aproximatie se determina in functie de aproximatia calculata cu metoda
Seidel-Gauss obisnuita careia i se aplica o corectie depedenta de factorul
de accelerare:

(] =3 - 3 B 76
- =ada.

= (x5 +[1_l]( x“_xF) i=1,...n (77)
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Metoda Seidel — Gauss modificata

Metoda se aplica in doi pasi:

- se determina noua aproximatie cu formula metodei Seidel-Gauss obisnuita;

- se calculeaza corectia folosind aproximatia calculata si cea din iteratia anterioara,
iar apoi se determina noua aproximatie prin aplicarea acestei corectii valorii
calculate cu metoda Seidel-Gauss obisnuita.

¥ e () (6 -xf) a=1-— (78)

I

o« (I;;:)—F o, (! —I;:) @, = Z—i (79)

I
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Metoda Seidel — Gauss modificata

Modul in care evolueaza procesul aproximatiilor succesive este dependent in
mare masura de felul in care se alege coeficientul de accelerare.

Cazul 1. a

1, 1 =0, ®2 = 1. Rezult: X7 e x

Cazul 2. a

1/2, o1 =-1, ©2 = 0. Rezultd: x" « x (e x ... x7)

I



